
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

单元 9：积分法 
特定目标： 

1.   认识不定积分法为微分法的逆运算。 
2.   理解不定积分的性质。 
3.   认识不定积分法在几何及物理上的一些应用。 
4.   认识及应用不定积分法的标准公式与及代换法。 
5.   理解以定积分作为一个总和的极限的基本原理。 
6.   理解及应用定积分的基本性质。 
7.   应用定积分去求平面面积及旋转体体积。 
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9.1 不定积分 
 

 
 
 
 
9.2 函数的积分法及简易应用 

  1   
  2 
 
 

 
 

  4   
  5 

 不定积分可以求导数的逆运算作为介绍，并引出下列简易性质： 

  ∫∫∫ ±=± xd vxd uxd)vu(

及  ∫∫ = xd ukxd ku
介绍「原函数」、「积分符号」、「被积函数」及「积分常数」等名词。教师应强调积分

仅为一个符号而并不代表把 u 乘以 dx。 ∫ xd u

 应提供适量例题及练习，使学生熟习下列积分公式： 

 Cx
1n

1xd x 1nn +
+

= +∫  (n ≠ −1) 

(应加以讨论 n = 0 的情形) 

  Cxcosxd xsin +−=∫
  Cxsinxd xcos +=∫
  Cxtanxd xsec 2 +=∫
  Cxsecxd xtanxsec +=∫
   Cxcotxd xcosec 2 +−=∫
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  Cx cosecxd xcotx cosec +−=∫

上列被积函数并不包括
x
1
和指数 。教师应强调在大多情况下，被积函数都须

略加改动，才能成功导出积分。例如： 

xe

 Cx
5
2x

3
4dx)xx2(xd )x2(x 2

5
2
3

2
3

+−=−=− ∫∫  

 Cx2sin
4
1x

2
1xd )x2cos1(

2
1xdx sin 2 +−=−= ∫∫  

 等。 Cxxtanxd)1x(secxd xtan 22 +−=−= ∫∫
  在几何应用上，学生应了解一条曲线的形状，乃取决于其在定义域内每点的

斜率，而其对应于坐标轴的位置，则决定于积分常数。由此，同一函数的两个原

函数，最多只能相差一常数值。事实上函数 y=f(x)+C 代表着一曲线族而

y=f(x)只是该曲线族内的一员。下图是一个例子： 

  
曲线族 

y = x2 + C 

  在物理应用上，应包括 及 的公式。以下是一个例子。 ∫= td vs ∫= td av
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9.3 积分法基本技巧 

 

 
 
 
 
 

  9  
  3 

例 
一质点以a = 4t – 3 ms−2

的加速度沿一直线移动，其中t秒为其经过点O后的时间。

当 t = 3 时，质点的速度为 12 ms−l。求当 t = 4 时质点的速度及在此 4 秒内所走

的路程。 

在这个例子中，教师应引导学生观察两个初值条件： v = 12 当 t = 3 及 s = 0 (在

O 点) 当 t = 0。 
(1) 代换法 

  教师应强调由于 是 x 的函数而 x 是 u 的函数，所以 F 可被∫= xd )x(fF

 间接看成是 u 的函数，从而可求出其对 u 的导数。由链式法则： 

  ( ) )u(g)u(gf
ud
xd

xd
Fd

ud
Fd ′=⋅=  

 所以若以 u 表 F，则 F 为 。多样化的例子在这儿非常有用。∫ ′ ud )u(g))u(g(f

例一 
取 7x2u −= ，则 

 ∫ ∫ ⋅=
−

ud 
2
1

u

1xd 
)7x2(

1
22

 

       C
u2

1
+−=  

      C
7x2

1
+

−
−=    

例二 

取 x4u = ，则 

 ∫∫ ⋅= ud 
4
1ucosxd x4cos  

     Cusin
4
1

+=  

     
Cx4sin

4
1

+=  

学生只须了解下列公式而无需学

习代换积分法。 

∫ +
+

+
=+

+
C

)1n(a
)bax(dx)bax(

1n
n

, n≠–1 

∫ +
+

−=+ C
a

)baxcos(dx)baxsin(  

∫ +
+

=+ C
a

)baxsin(dx)baxcos(  

教师可利用微分法验证上述公

式。  

应用 ∫ +
+

=+ C
a

)baxsin(dx)baxcos(

应用 ∫ +
+

+
=+

+
C

)1n(a
)bax(dx)bax(

1n
n , n≠–1 
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在学生掌握技巧之后，教师可鼓励他们省去直接写出变量 u 的步骤。故此上面两

例题可以下列方式完成： 

  C
7x2

1)7x2(d 
)7x2(

1xd 
)7x2(

1
22

+
−
−

=−
−

=
− ∫∫  

 Cx4sin
4
1)x4(d x4cos

4
1xd x4cos +== ∫∫  

例三 

对于像
1x2x

x2x
2

2

+−

− 一类的被积函数，教师可引导学生进行运算如下： 

 ∫∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−=
+−
−+−

=
+−

− xd 
)1x(

11xd 
1x2x

1)1x2x(xd 
1x2x

x2x
22

2

2

2

C
1x

11 +
−

+=      

                 

 

学生无须知道把此类函数化成部分分数的一般方法，但若给出扩展式，学生应能

求出各常数值，进而求解不定积分。 

(2) 三角函数的积分法 

(a) 形式如 ，  及 的积分。

在处理这类积分之前，教师应与学生全面温习半角公式、和积互化公式

∫ xd nxcosmxsin ∫ xd nxcosmxcos ∫ xd nxsinmxsin

       等三角恒等式。典型的例子有 及 ∫ 。 ∫ xd x6cosx4sin xd xcos3

(b) 形式如 ， ∫  
及  的简易积

分。积分过程不涉及代换法。 
∫ xd xcosxsin nm xd xsecxtan nm

∫ xd xcosec xcot nm

 学生应熟识各种三角恒等式及代换法。典型例子包括 。

， ，

∫ xd xcosxsin 22

∫ xd x2cos5 ∫ xd xsecxtan 23
∫ xd x

2
1sec 4 ， 等。 ∫ xd xcotx cosec 33

  (c) 对于其它三角被积函数，例如
xcosba

1
+

；可以代换
2
xtant = 作为一般方

  法分绍。 
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  例 

以代换
2

tant θ
= 计算 ∫ θ

θ+
d 

cos1
1 。 

教师可引导学生推出： 

 
2

2

t1

t1cos
+

−
=θ 及

2t1

td2d
+

=θ  

 直接代入原式，学生应不难导出 

 C
2

tanCttdd 
cos1
1

+
θ

=+==θ
θ+ ∫∫  

(3) 三角代换法 

这方法通常应用于 22 xa − 、 22 xa + 及 22 ax − 形式的式中，藉以消去

       符号。 

学生应知道可分别以 θ= sinax (或 θcosa )， 及θ= tanax θ= secax 代入计

算。教师应提供适量的例题及练习帮助学生熟习技巧。典型的例子有

∫ − xd x1 2

， ∫ − xd 
x

x4
2

2

，
 ∫ −

xd 
1xx

1
23 ，及 ∫ +

xd 
x4

x2
2

3

。
 

(4) 简易归约公式 

分部积分法并不需要但宜给予学生简易归约公式作为求导逆运算的积分例

题。下列显示其方法。 

例 

(a) 证明 xsinnxsin)1n()xcosx(sin
xd
d n2n1n −−= −−  

(b) 设In代表积分 ，证明 ∫ xd xsinn

 2n
1n

n I
n

1n
n

xcosxsinI −
− −

+
−

=  

应用 ∫ +
+

+
=+

+
C

)1n(a
)bax(dx)bax(

1n
n , n≠–1 
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9.4 定积分 

 
 
 
 

2 

(c) 由此计算I3及I4。 

由于积分法是微积分学中极重要的一环，故此需要有充分的练习使学生掌握

技术。 

 利用下图及面积的概念，定积分 可定义为 的极限，即

，其中

∫
b

a
xd )x(f ∑

=
Δξ

n

1i
ii x)(f

∑∫
=→Δ

Δξ=
n

1i
i

0x

b
a

x)(flimxd )x(f
n

abx −
=Δ

 

            
应明确指出定积分的简易性质： 
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(1)  0xd )x(f
a

a
=∫

(2)  ∫∫ −=
a

b
b

a
xd )x(fxd )x(f

(3)  ∫∫ =
b

a
b

a
xd )x(fkxd )x(kf

(4)  ∫∫∫ ±=±
b

a
b

a
b

a
xd )x(gxd )x(fxd )]x(g)x(f[

(5)  ∫∫∫ +=
b

c
c

a
b

a
xd )x(fxd )x(fxd )x(f

(6)  ∫ ∫=
b

a

b

a
du)u(fxd )x(f
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9.5 定积分的计算 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

  4 
  3 

从定积分的定义看来，这些性质都是显见的，然而教师无须加以证明。 

 对能力较高的学生，可对以下的性质及其推论加以讨论： 

 若 f 连续，且在闭区间 [a, b] 内非负，则 。等式成立的必要条

件为对闭区间 [a, b] 内所有的 x 值，

0xd )x(f
b

a
≥∫

0)x(f =
 。 

推论： 蕴涵  )x(g)x(f ≥ ∫∫ ≥
b

a

b

a
dx)x(gdx)x(f

 教师可介绍  为正值连续函数 ，t 轴，直线 t = a 及 t = x

所包围的图形的面积。并建立公式 ，其中

∫
x

a
td )t(f )t(fy =

)a(F)x(F)]t(F[td )t(f x
a

x
a

−==∫

)x(f)x(F
xd

d
= 。应提供例子帮助学生了解该公式。 

例一 

3
41

3
12

3
2x

3
xxd )1x(

332

1

32

1

2 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=−∫  

例二 

∫ −1
0

2 xd x1 ∫
π

θθ= 20
2 d )(cos 其中 θ= sinx  

          ∫
π

θθ+= 20 d )2cos1(
2
1  

          2

0
2sin

2
1

2
1

π

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ θ+θ=  

          
4
π

=  

由于代换法常被应用于定积分之计值(如上述例二)，教师应经常提醒学生代换

法。在代换被积函数的同时，积分的上下限也要相应地作出变动，至于被积函数

的值域，老师或可指出常被学生忽视的性质如 

本细项只应用细项 9.1至 9.3所学

的技巧。 

本细项只应用细项 9.1至 9.3所学

的技巧。 
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9.6 定积分的应用 
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∫∫
π

π

π

π −=
22

2 xd xcosxd xcos
 

可引进具备特殊性质的被积函数，作为有挑战性的例子。 

例三 
sin5xcosx为奇函数，因其满足条件 f(–x) = –f(x)。 

由此， ∫
π

π
−

2

2

5 xd xcosxsin 可写成 

 ∫∫ π
−

π

+
0

2

52

0

5 xd xcosxsin xd xcosxsin  

  = ∫∫
ππ

− 2

0

52

0

5 xd xcosxsin xd xcosxsin  

  = 0 

也可用类似的方法透过例题介绍偶函数的积法。 

例四 

对于 一类的积分，老师可先引导学生证明以下性质 ∫
π

0
xd xsinx

 若 f(a+b-x) = f(x)，则有 

  = ∫∫ −+=
b

a
b

a
xd )xba(f  xd )x(f  ∫ −++

b
a

xd )]xba(f)x(f[  
2
1  

 及 ∫∫
+

=
b

a
b

a
xd )x(f  

2
baxd )x(xf   

然后代入 a = 0， π=b 及 f(x) = sinx，积分 的值。 ∫
π

0
xd xsinx

  由 9.4 节可导出 或 等公式。下列两图有助于记忆上

述公式。 

∫=
b

a
xd y  A ∫=

d
c

yd x  A
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 教师应透过例题引导学生探讨当部分曲线 低于 x 轴时所发生之情

形，如下图所示。此时， 只会给出由 a 至 b 面积的代数和。 

)x(fy =

∫
b

a
xd )x(f  

 
 

为了避免误导的结果，可鼓励学生在计算面积之前，先划出相关的草图。并且将

所求的面积应分为两个部分(见上图)，先求 f(x)由 a 至 c 及由 c 至 b 的积分而后

把两部分的绝对值相加求出所需答案。下例可用作说明。 

在计算体积时，学生祗需考虑以 x 轴

或 y 轴作旋转轴的情况。 
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例 
求曲线 )3x)(1x(xy −−= 及 x 轴所围成之图形面积。 

在例中，可要求学生自己绘出草图。 

然后， 
12
5xd )3x)(1x(x

1

0
=−−∫  

       
3
8xd )3x)(1x(x 

3

1
−=−−∫  

由此，所需面积为 

 
12
37

3
8

12
5

=+  

       

   对于公式 及 ，建议用 ∫ −=
b

a
21 xd )yy(  A ∫ −=

d

c
21 yd )xx(  A

∑
=

→Δ
Δ−

n

1i
i2i10x

x)yy(flim = 的方法，藉以提醒学生总

和的极限及定积分之间的关系。 

∫∑ =Δ
=

→Δ

b

a

n

1i
i

0x
xd )x(g  x)x(glim

例题如y2 = 4x及y = 2x – 4 所围面积； 及 ，xsiny = xcosy = π≤≤ 2x0 ，所围面

积等，可用作说明。 
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    不需要教授 ∫

θ

θ
θ=

2

1

2 d r  
2
1A

 
的公式以及当x与y同时都以第三参数 t表达的情

况。 
 可用类似的方法处理绕着坐标轴，或平行于坐标轴的直线旋转而成 的旋转体

及空心旋转体的体积。学生需要学习圆盘法。对能力较高的学生，也可视情况

引进圆柱外壳法。下为一例。 

例 
求半径为 a 之球体体积。 

将球体视为一半径为 a 的圆形所产生的旋转体。 
应用圆盘法： 

  球体体积 = 
   

 ∫− π
a

a

2 xd y  

           =  ∫− −π
a

a

22 xd )xa(  

           = 
3
a4 3π  

 
 
同样亦可应用圆柱外壳法： 

  球体体积 =  ∫ ⋅⋅πa
0 xdy2x2  

           = ∫ −πa
0

22 xd xax4   

           = 3a
3

4π  
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 应给予学生适量的例题。圆锥体体积、球体体积等，都是有趣的例子。  

 
 
 
 

 学生应留意到解答这类题目时，经常要找寻曲线与坐标轴、和曲线与曲线之

间的交点。为此，事先描绘各有关曲线草图，有助于解答问题。 

例 
x2siny = xsiny = 相交于 P 在图中，曲线 及 
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点。试求 P 的坐标，并以此求阴影部分绕 x- 
轴旋转所成旋转体的体积。 
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